Dans tous ces exercicds,est égal &R ouC.

1. : Dire dans queK —espace vectoriel sont inclus les ensembles suivants {ipfégiserk
dans certains cas). En sont-ils des sous-espaces vez®riel

a.
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{(xy) e K*/ x=0}
{(xy) e K2/ x =0}
{x1) IxeK}
{xy,2) e K®/x=y}
{xy,2) e K®/ x+y}
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- a+b=c+d
. SMag (K) = |: a b e M2(K) / =a+cC (ensemble des matrices
¢ d =b+d
"semi-magiques” d’ordre 2).
( a+b=c+d
=a+c
. Mag:(K) = < |: a b :| e M2(K) / =b+d > (ensemble des matrices
¢ d =a+d
L =b+c )
"magiques” d’ordre 2).
( aboc a+b+c=d+e+f=g+h+i
Mags(K) = < def |eM3(K)/ =a+d+g=b+e+h=c+f+i
g h i =a+e+i=c+e+g

.

Sn(K) = {(aij)lgi,j@ e Mn(K) /! Vijaj= aji} (matrices symétriques).
An(K) = {(aij):Ki,Kn e Mn(K) /| Vi,jaj = —aji} (matrices antisymétriques).
P = {f e R® / fest pair:

7 = {f e R® / f estimpaire:

{f € R® / f polynomiale et defj= n} (n € N)

{f € R® / f polynomiale et defj< n} (notéP(R,R))
F={feR*/f(1) =0}

G=<{feR®/f(1) =1} (mais c'esturranslatédu précédent)

F = {f e R¥ / fest dérivable suR etf = f} (montrer quec c C*(R,R))

F = {f e R® / fest deux fois dérivable st etf’ = —} (montrer que
F c C*(R,R))
Pr = {f € R® / fest périodique de période}

w. P = {f e R* / fest périodiqué



X. Pg = {f € R* / fest périodique de période rationnéile
y. F=<{feRF/3g,he R, gethcroissantesf=g-h}
z. :Onfixeg e R®; Fq = {f.g /T e RR} (on pourra remarquer qu€ n'est autre que
I'ensemble des applications qui s’annulent aux pointg stannule).
aa. {(un) € R" / (un) est arithmétiqué
bb. {(un) € RN/ (un) est géométriqup
cc. {(un) e R"/(VN€N) Unz = Una+Un)p
dd. {(un) € R" / (un) est convergente
ee. {(un) € R"/ limu, = 0}
ff. {(un) € R"/ limu, = 1} (mais c’est urtranslatédu précédent)
9g. {(un) € R" / (un) est bornéd
2. :Danslescasc),f),i),])), k) ,)),m),q),t),u), aa), cc),lxercice précédent, déterminer
une base du sev correspondant.
3. : SoientF et G deux sous-espaces vectorielshie
a. Montrer queF U G est un sous-espace Hesi et seulement $t < GouG c F.
b. Endéduire que ¢t + EetG + E, alorsF UG = E.
4. : SoientF, G etH des sous-espaces vectorielS&leOn pose

A=FN(G+H);B=(FnNG)+(FNH)

a. Montrer queB c A, mais que l'inclusion peut étre stricte.
b. Montrer que sF contientG ouH, alorsA = B.
c. MontrerqueB =FN(G+ (FNH)).
FNG=FNH
d. Montrerque< F+G=F+H =G=H
GcH

e. Etudierlesinclusionsentt€ = F+ (GNH)etD = (F+G) N (F+H).

f. *Montrer que siFN (G+H) = (FNG) + (FNH), les deux autres égalités similaires
sont réalisées, ainsi que les trois égalités du type (GNH) = (F+ G) N (F+H).

5. :
a. Déterminer un systéme d’équations cartésiennes du spasa&sde K* engendré par
1 4
-1 3
F= ;
2 2
-2 1

b. Déterminer une famille engendrant le sous-espace vecfode K® dont un systéme
X+2y+3z+4t+5u=0

d’équations cartésiennes est
X+y=2z+t=u



-1 -9
8x—-6y—-7z=0

Rep: (a) y (b) -1 | 1
5x—9y+7t=0

1 0

0 1

6. : Montrer que(expx —» X, X » XekInx,x » XInx,X ~ X,In) est une famille libre de
R]O,Jroc[.
7. : Les familles de Van der Monde ;

a. On donne dank® les vecteurgl,a,a?),(1,b,b?),(1,c,c?) ; a quelle CNS portant sur
a, b, c forment-ils une famille libre ?

b. Idem pour(1,1,1),(a,b,c),(a? b? c?).
c. * Généraliser.

a. Soienta,b,ctrois éléments d& distincts. Montrer qué(a™), (b"), (c")) est une
famille libre deK™.

b. * Généraliser.
9. *:0n donne

fi i X+ 1/,/1+x2 +X:fo i X 1/,/1+x2 —X:fz3 1 X+~ 1/,/1+x2 +1:fa i xe Jy1+x2 -1

a. Déterminer le rang déf1,f,,3,f4) dansR?**l (indication : 1+sh? =ch? ou bien
calculer(f; + f2)?).
b. Déterminer le rang déf1,f2,fs,f4) dansR¥.
10.

*

a. Démontrer quéxi,Xs, ..., Xp) est libre si et seulement si
Vie[lp]] X ¢ Vect((fj’)Kjd)
Remarque : Ve¢l) = {6}

b. : Démontrer quéXi,Xz, ... Xp) est liée si et seulement si
V

30 < [[Lp[] / Vect(?l,...,Yio,...,Yp> _Vect(RLB, .. XD).

11. *: Démonstration du théoréme (fort) de la base incompléte :
SoitG = (z1,...,&m) une famille génératrice de et £ = (&1, ...,& ) une famille libre de
E.
On rappelle que la réunion de deux listes est leur mise boatig; par exemple :
(a,b)u(c,d) = (a,b,c,d).
a. Montrer que siC n'est pas génératrice, il existe un élémende G tel queL U(g}) soit
encore libre.
b. En déduire qu’il existe une sous-familfede g telle ques = £ U F soit une base de

E.
c. : lllustration de ce théoréme ; on considére les vecteuii§ teéfinis par :



1 1 1 2 1
-1 0 -2 -1 1
a= b= ,C= ,d = e = =
1 -1 1 2
-1 0 2 1 -1

i. Montrer queL = (a,b) est libre et qu&/ = (c,d, e f,g,h) est génératrice.
ii. Compléter en une base d&* en puisant dang.

12. : Déterminer les rangsdes familles suivantes dé* et les 4- r relations entre les vecteurs
de chaque famille.

/ /1\ /O 1 )
a Fi=| a= 1 ‘b= 1 c = 0 d = 1
1 2 ) 0
. 1/ \ - 3 1
/ /1\ /2\ 0 3
b. Fo=| a= 0 b= L ;C= : ;d = -
1 0 1 2

. Lo/ \2/) \ 1) o))

F 1) 2\ a0\ 71\
c. Fs=| a= 0 b= ! ,C= 3 ;d = 2
2 0 -4 6

L \s) o) o) \s))

13. : Déterminer le rang de la famill& du C-espaceC* et éventuellement les relations entre
les vecteurs dé& :

1 —i 0 1-i
i 0 -1 1
F=]a= R . |ic= d = o
1+i 2—1i 1 2
—i 1+i 2+i -1-i

quel est le rang d& dans leR —espaceC* ?
14. : Soient les vecteurs dé&3 :

-1 1 1 2
a= 1 b= -1 |[;c= 1 X = -3
1 1 -1 1

Soit B = (a,b,c) ; est-ce une base d&® ? Si oui, donner les coordonnéesxdgans cette
base.

15. : SoitF = Vect(a,b,c) etG = Vect(d,e) avec :



1 1 0 1 2
2 1 1 3
a= b= C= d = e=
3 1 2 -1 0
4 3 2 2 1
a. Déterminerles dimensions e G, F+ G, FNG.
b. Déterminer une base deN G.
Réponse (d).
16. : On considére les vecteurs B& suivants :
1 1 1 0 0
0 0 0 1 0
a= 1 |;b= 0 |;c= 0 |d= 0 |,e= 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1

et on pose Vegh,b,c) = F,Vect(d,e) = G.
a. Montrer quek® = F @ G.
b. Déterminer un systéme d’équations cartésienndsetedeG.

c. Donner les expressions analytiques des deux projegbieng associées a cette
!

X
y /

décomposition d&°®, c'est-a-dire, sp| z = Z |, les expressions de
t t'
u u'

x,y,Z,t',u" en fonction dex,y, z,t,u et de méme poun.
17. : Soitl un ensemble fini. Déterminer une base et la dimensiok'de
Méme chose pouE' ouE est unk —espace vectoriel de dimension finie.
18. *:soitA = (aij)KLj<n € Mn(K) ; Aest ditecentrosymeétriqusi :

Vi,j aij = anii-ineig
Montrer que I'ensemblé€S ,(K) des matrices centrosymeétriques est un sous-espace
vectoriel dedt,(K), en donner une base et la dimension (on séparera lespaasetn
impair).
19. *: Soit E unC —espace vectoriel; peut aussi étre muni d’une structurelle-espace
vectoriel, en restreignant I'opération extefec E -~ EaR xE - E.
a. Montrer gu’'une famille finie liée suR (ouR —liée) estC —liée, mais que la réciproque
est fausse. Qu’en déduit-on pour les familles libres ?
b. Une famille finieR —génératrice est-ell&€ —génératrice ?
c. Une famille finieC —génératrice est ell@ —génératrice ?
d. Montrer que si(€1,...,61) estuneC —base dég, alors(€y,... 6, i€1,...,i& ) estune
R —base déi. En déduire une relation entrelRa—dimension de et saC —dimension.
e. SiF estune famille finie d&, démontrer que rgF) < rgr(F) < 2 x rge(F).
Correction
a) (1,i) estC-liée cari.i + 1 = 0 mais elle esR-libre. Une familleC-libre estR-libre.
b) Oui car tout réel est un complexe.



20. *:

c) Non : (1) estC-génératrice d€ mais pasR-génératrice.

d) I'idée est qu'unéR-combinaisosn de@i, ... ,en,i€1,..,ien) est uneC-combinaison de
(e1,..,en) . Donc dink(E) > 2dimc(E).

e) SoitF = vect:(F) ; F contient uneC-base(ey, . .,er) deF, qui estR-libre : donc

r =rgc(F) < rgr(F).

(e1,...,er,iey,..,ier) estuneR-base dd- , donc dink(F) = 2r. Orveck (F) estinclus
dansvect:(F) doncrgr(F) < 2r.

Si(f1,...,fn) est libre dans 1€ —espaceC®, (Re(f1), ..., Réf,)) est elle libre dan®®
2

Montrer que sify, ... fn,f1,...,fn) estC —libre, alors

(Re(f1),...,Rdf,), Im(f1),...,Im(fy)) estR —libre.

Soit(ai,...,an) des nombres complexes distincts. Montrer Que> e**,... X —» e*™)
estC —libre dansC~.

. Soit(w1,...,mn) des réels strictement positifs distincts.

Montrer que
(X » cogmw1X),X = COw2X),...,X » COLWnX),X ~ SIN(w1X),...,X = SiN(wnX)) est
R —libre.

21. *: SoientF, G, H des sous-espaces vectoriels&lde dimensiom. Dire (preuve a I'appui)
si chacun des énoncés suivants est vrai ou faux (faire desdgs

a.

® 20T

—n

22.

Le complémentaire d’'un hyperplan est une droite.

SIFNG=GNH=HNF = {0} alors dimF + G+ H) = dimF + dimG + dimH.
SiH etK sont deux hyperplans dealorsH U K # E.

Si P etP; sont deux plans d&, vérifiantP1 N P, = {0} alors dimE > 4.

On suppose quE est un hyperplan ; alors 1 vecteur non nul du complémentaife d
dansE engendre nécessairement un supplémentaife de

On suppose quE est de dimension — 2 ; alors 2 vecteurs linéairement indépendants
du complémentaire dé dansE engendrent nécessairement un supplémentaiFe de

SoientA, B, C trois ensembles finis, vérifier que
IAUBUC|=|Al+Bl+ICI-IANB|-BNC|-]ANC|+|ANBNC|
SoientF, G, H trois sous-espaces vectorielslgélek —espace vectoriel de dimension
finie. Montrer que I'égalité :
dim(F+ G+H) = dimF+dimG+dimH-dimFNG-dimGNnH-dmFNH+dmFNGNH

n’est pas toujours vérifiee, mais qu’elle I'est Bsh (G+H) = (FNG) + (FNH) (cf.
exercice 4).

23. :SoitE=Rixoel; F={eE /[ f(xo) =0}

a.
b.

C.

Vérifier queF est un sous-espace vectoriellgle

Montrer que I'ensembl& des fonctions constantes bdansR est un supplémentaire
deF dansE. Qu’en déduit-on poufF ?

Quel est le projet§ d’une fonctione € E surG parallélement & ? Faire une figure
avec les courbes deetg.

24. : SOitE = D(R,R);xo € R ;F = {fe B / f(xo) = f'(Xo) = O}

a.
b.

C.

Veérifier queF est un sous-espace vectoriellgle

Montrer que I'ensembl& des fonctions affines d& dansR, est un supplémentaire de
F danskE et en déduire la codimension &e

Quel est le projet§ dee € E surG parallélement & ? Faire une figure avec les



courbes deetg.
25. : SoitF = (X1,%2,...,%p) une famille finie deE.
Montrer qu’une sous-famille d& a un rang supérieur ou egal & %) — nombre de vecteurs
enlevés.
26. : SoitE unK —espace vectoriel de dimension fime F etG des sous-espaces Beavec
dimF = p,dimG = q.
a. Montrer que p+g-n < dim(FN G) < min(p,q) et donner un exemple pour chaque
cas d’égalite.
b. Plus généralement, §Fi),. ,,,; SONt des sous-espaceslilavec dinF; = n; pour tout
i €[] 1;p |], montrer que :

p
Zni —(p-1Dn < dim rpw Fi <min (n;)

i i=1 I<i<p

ce qui peut s’écrire :

P
P
n—ZcodimFi <dim N Fj <min (dimF;)
i1 i=1 1<i<p
Regarder par exemple le cas particulier d’'une intersectioyperplans.

27. :Soienta,ay,...,an € K non tous nuls.
a. Soita;xi + azXz2 + --- + anXn = 0 une équation linéaire homogéna anconnues.
Montrer que I'ensemble des solutions est un hyperplai te
b. Déduire de I'exercice précédent et de la premiére questifaitique I'ensemble des
solutions d’'un systeme linéaire homogénepdEuations a inconnues est un espace
vectoriel de dimension supérieure ou égafe-ap.



